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2.6 Probleme

1. Aduceti prin operatiile OE1 si OE2 urmatoarele matrice la o forma re-
dusa pe linii si determinati rangul lor.

- 12 11 02 2 1

313 3 6 3 2 12 1 0
a)[221]’b) 23 L1y o 3o Y3 1 20
bz 13 2 1 2 -1 -3 1

Precizati pe ce coloane sunt agezati pivotii.

2. Consideram sistemele liniare si omogene avand ca matrice a coeficientilor
necunoscutelor, pe rand, fiecare din cele patru matrice ale problemei prece-
dente. Determinati solutiile generale ale fiecarui sistem descompunandu-le
sub forma de combinatii liniare, dupa modelul descris in exemplul 2.7.

3. Consideram sistemele liniare si neomogene corespunzatoare celor omo-
gene precedente gi avand ca termen liber o coloana cu un numar corespunzator
de componente by, by etc Determinati pentru fiecare dintre ele conditia de
compatibilitate pe care aceste componente trebuie sa o satisfaca si, in acest
caz, solutia generala corespunzatoare ca suma dintre solutia generala omogena
si solutia particulara neomogena (vezi (2.3) din exemplul 2.1).

4. Forma canonica pe linii a unei matrice m x n.
Forma redusa pe linii a unei astfel de matrice nu este unica. De pilda
putem efectua o serie de permutari de linii inainte de alegerea fiecarui pivot

N W= O
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(ceea ce In practica se recomanda pentru imbunatatirea preciziei calculu-
lui). Utilizand si operatia OE3, reducerea pe linii poate continua pana la
obtinerea unei forme ce satisface, alaturi de conditiile 1 si 2 din definitia 2.1,
urmatoarea cerinta:

Toti pivotii sunt 1 st restul elementelor de pe coloana lor sunt nule.

Am realizat o astfel de reducere "totala” in exemplul 2.3 §1.5 la calculul
inversei unei matrice prin metoda Jordan.

Spre deosebire de multitudinea de forme reduse pe linii a unei matrice,
cea canonica este unica.
Exercitiu. Aplicati metoda bazata pe cele trei operatii elementare pentru
a continua, in cazul celor patru matrice din primul exercitiu, reducerile deja
efectuate, pana la forma canonica a fiecareia dintre ele.

5. Pentru fiecare din matricele problemei 1, determinati dimensiunile si
cate o baza in spatiile lor fundamentale.

6. a) Pentru orice matrice de numere reale A m xn si B n X p au
loc incluziunile de subspatii Z(A), Z(AB) — R™ si N(B), N(AB) < R?.
Explicati-le gi utilizati echivalentele:

2€T(A) & JyeR": z2=Ay, z€Z(AB)& JreRP: 2= ABx

pentru a arata ca are loc relatia Z(AB) — Z(A).

b) A si B fiind matricele de la punctul a), deduceti pe baza urmatoarei
implicatii Vz € R? : Bx = 0,, = ABx = 0,, relatia N'(B) — N (AB).

c) Cand rangA = n atunci Yy € R" : Ay = 0,, & y = 0, (explicati!).
Deduceti din aceastd echivalenti egalitatea de subspatii N'(B) = N(AB).

7. a) Are loc urmatoarea proprietate:

Daca S; si S5 sunt subspatii din R™ a.i. S7 < S5 atunci dimS; < dim.S,.

Utilizati-o, impreuna cu incluziunile de subspatii din problema 6, pentru
a deduce urmatoarele relatii:

rangAB < rangA, (2.8)
rangAB < rangB,
=

rangA =n rangAB = rangB, (2.10)
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unde matricele A gi B sunt m X n gi respectiv n X p.
b) Se considera matricele n x n A, B, C, intre care A gi C' sunt nesingulare.
Justificati egalitatile:

rangABC = rangBC = rangCT BT = rangBT = rangB. (2.11)

c) Matrice de rang 1. Rangul unei matrice m x n nenuld poate varia,
asa cum am vazut la pctul a), intre 1 si min{m,n}. Cele de rang 1 pot fi
reprezentate ca produsul dintre o coloana u € R™ si o linie v7 cu v € R™.
Dati exemple de astfel de matrice, justificand de ce au rangul 1 si determinati
cate o baza in spatiul liniilor, respectiv in cel al coloanelor fiecareia.

d) Matrice de rang maxim. O matrice A,,, are rangul maxim cand este
indeplinita una din conditiile 1 (sau una din echivalentele lor: 2 respectiv 3)
din urmatorul tabel:

1) rangA =n rangA =m

2) N(A) = {0} Z(A)=R™

3)| VYbeR™: Az =1b VbeR™: Az =b
are cel mult o solutie || are cel putin o solutie.

Justificati echivalenta conditiilor aflate in prima, respectiv a doua, coloana.
Tabelul poate fi extins gi cu alte perechi de conditii, ca de exemplu

4) | ABpxm : BA=1, | 3C,xm : AC =1,

Cele doua noi matrice poarta numele:
B = inversa la stanga a lui A, respectiv C' = inversa la dreapta a lui A.
Exercitiu. Determinati inversa la stanga, respectiv pe cea la dreapta, pen-
2 -1 11
tru matricele 4, = | —1 1 si Ay = [
1 00
0 0
matriceale X A; = I, respectiv AY = I,. Veti constata astfel ca cele doua
inverse nu sunt unice, ci depind, fiecare, de parametri; in cazul de fata: 2.
Spre deosebire de inversa bilaterala a unei matrice patrate gi nesingulare,

} , rezolvand ecatiile
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care este unica.

8. Subspatii complementare in R". Subspatiile V. W < R" se numesc
astfel daca VW = {0} si V + W =R"

Aratati ca subspatiul V = N ([1,0,0]) este complementar in R?, atat cu
Wi =T ([1,0,1]7), cat si cu Wo = Z ([1,1,0]7). Cu cate subspatii W; este
complementar, in R3, subspatiul V7 ( incerca@i si o explicatie geometrica.)

Indicatie. Puteti utiliza, in locul definitiei complementaritatii, conditiile:
dim(V W) =0 si dimV + dimW = n cu care ea este echivalenta.

9. Determinati dimensiunile gi cate o baza in subspatiile V+W gi V W

1 2 1 2 1
V=1 -2 —1 , W=1 1 10
1 2 1 2 2
10. Se considera matricele urmatoare
1 11 2 0
A= 2 01|, B= { ?) _11 le ] , =131
-1 3 1 0 2

si subspatiile: V3 =Z(A), Vo = N(B), V3 =Z(C).

Determinati dimensiunile gi cate o baza in subspatiile:
Vi=Vit Ve, Vs=Va+Vy, Vo=Vi[ Vo, Vi = Vs + Vi

Care dintre aceste subspatii coincid si de ce?



